Grafuri neorientate

Definiţie  Se numeşte graf neorientat o pereche ordonată de mulţimi G=(X,U), unde X este o mulţime finită şi nevidă de elemente numită mulţimea varfurilor (nodurilor), iar U este o mulţime de perechi neordonate de elemente din X numită mulţimea muchiilor.

Not.   G=(X,U) -  graf neorientat

u=[x,y]єU  se numeşte muchie a grafului G=(X,U)

x,y se numesc extremităţi ale muchiei u

[x,y]=[y,x] deoarece nu contează orientarea muchiei

Definiţie  Vârfurile x şi y se zic adiacente în G dacă sunt extremităţi ale aceleiaşi muchii.

Definiţie  Spunem despre vârful x şi muchia u că sunt incidente (la fel vârful y şi muchia u).  

Definiţie  Spunem că două muchii sunt incidente dacă au o extremitate comună.

Exemplu: graful din figura 1 G=(X,U)   X={1,2,3,4,5}   U={[1,5], [5,2], [5,4], [2,4]}

Vârfurile 2 şi 4 sunt adiacente.  Vârfurile 1 şi 4 nu sunt incidente.  Muchiile [1,5] si [2,5] sunt incidente. 
Muchia [2,4] şi vârful 2 sau 4 sunt incidente. Muchia [2,4] şi vârful 1 sau 4  nu sunt incidente.

Definiţie  Un graf parţial al grafului G=(X,U) este un graf G1=(X,V) cu proprietatea că V(U (este graful însuşi sau se obţine din graful iniţial prin eliminarea unor muchii). Se mai spune că graful parţial G1 este indus de mulţimea de muchii V.

Exemplu: graful din figura 2
G1=(X,U) este graf partial al lui G  

 X={1,2,3,4,5} V={[5,1], [5,4]}

Definiţie  Un subgraf al unui graf neorientat G=(X,U) este un graf H=(Y,V) astfel incât Y(X şi V conţine toate muchiile din U care au ambele extremităţi în Y (poate fi graful iniţial sau se obţine din acesta prin eliminarea unor vârfuri şi a muchiilor incidente cu acestea). Spunem că subgraful H este indus de mulţimea de vârfuri Y. 

Exemplu: graful din figura 3
H=(Y,V) este subgraf al lui G:  Y={1,4,5} V={[1,5], [5,4]}

Obs. Numărul total al grafurilor neorientate cu n vârfuri date este 2n(n-1)/2.
Definiţie  O muchie de la un nod la el însuşi se numeşte buclă.

Definiţie  Un graf cu muchii multiple se numeşte multigraf.

Obs. Studiem grafuri fără muchii multiple şi fără bucle.

Obs. Gradul maxim al unui nod poate fi n-1.

Exemplu: graful din figura 4
G=(X,U) graf cu muchii multiple şi cu o buclă X={1,2,3,4}  
U={[1,4], [4,2], [1,4],[4,1],[3,3]}

Definiţie  Gradul unui vârf este numărul muchiilor incidente cu el şi se notează d(x). 

Definiţie  Un vârf care are gradul 0 se numeşte vârf izolat.

Definiţie  Un vârf care are gradul 1 se numeşte vârf terminal.

Exemplu: pentru graful din Figura 1: d(5)=3
 d(1)=1 (vârf terminal)
d(3)=0 (vârf izolat)

Definiţie  Un graf se zice regulat, dacă toate vârfurile sale au acelaşi grad.

Exemplu: graful din figura 5 este regulat

Prop. Dacă un graf G=(X,U) are n vârfuri şi m muchii, iar X={x1, x2, …, xn} atunci 

∑ d(xi)=2m, i=1,…n. (suma gradelor varfurilor unui graf este 2m)

Corolar. In orice graf există un număr par de vârfuri de grad impar.
Aplicaţie: Fiind dat un sir s:d1, d2,…, dn format din n numere întregi nenegative, se pune problema stabilirii unor condiţii necesare şi suficiente astfel încat să existe un graf ale cărui vârfuri să aibă ca grade numerele date. Daca există un astfel de graf, şirul s se numeşte şir grafic. Condiţiile necesare sunt:

(1) di≤n-1

(2) d1+d2+…+dn să fie număr par

Definiţie  Ordinul unui graf este numărul nodurilor sale.

Definiţie  Un graf se zice planar dacă se poate reprezenta într-un plan astfel încât oricare două muchii distincte ale sale se intersectează numai în noduri.

Definiţie  Se numeşte graf complet cu n vârfuri un graf care are proprietatea că oricare două noduri diferite sunt adiacente. 

Not. Graful complet se notează Kn.

Obs. Un graf complet are n(n-1)/2 muchii.

Exemplu: pentru n=4 K4 este graful din figura 6:

Definiţie  Un graf se numeşte bipartit dacă există două mulţimi nevide A şi B astfel încât A(B=X şi A(B=ф şi orice muchie u a lui G are o extremitate în A şi una în B.

Exemplu:  graful din figura 7

este bipartit cu 
A={1,2,4}

B={3,5}

A(B=X şi A(B=ф
Definiţie  Un graf bipartit se numeşte complet dacă pentru orice x din A şi orice y din B există in G muchia [x,y].

Obs. Dacă A are p elemente si B are q elemente numărul total de muchii este pq şi graful bipartit complet se notează Kpq.

Exemplu: graful din figura 8 este bipartit complet
A={1,2,3} B={4,5}  G=(X,U) este graf bipartit complet

Definiţie  Fiecărei muchii a unui graf neorientat i se poate asocia o valoare reală pozitivă care reprezintă costul acelei muchii.

Definiţie  Un graf neorientat în care fiecărei muchii i s-a asociat o valoare se numeşte graf ponderat sau graf valoric.

Definiţie  Fie un graf neorientat G=(X, U) şi o funcţie  L: U(R+,  care asociază fiecărei muchii u(U un număr real numit costul (ponderea) sa L(u). Costul unui graf reprezintă suma costurilor muchiilor sale.

Exemplu: in figura 9 este un graf ponderat

Definiţie  Fie un graf G=(X,U) cu vârfurile X={x1, x2,…, xn}. Se numeşte lanţ în graful G succesiunea de vârfuri 

L=[ xi1, xi2,…, xik] cu proprietatea că două vârfuri consecutive din L sunt adiacente, adică muchiile 

[ xi1, xi2], [xi2,xi3] …[xik-1,xik] sunt din U. 

Definiţie  Vârfurile xi1 şi xik  se numesc extremităţile lanţului. 

Obs. Dacă L=[ xi1, xi2,…, xik] este lanţ şi L’=[ xik, xik-1,…, xi1] este lanţ.

Definiţie  Numărul de muchii al unui lanţ reprezintă lungimea lanţului.

Exemplu:

L1=[1,2,4,7,5,4,2]

L2=[3,4,2,4];
L3=[8,7,6,4,3,1];
L4=[2,4,5,7,4,3]

Definiţie  Un lanţ este elementar dacă toate vârfurile sale sunt distincte. Altfel este neelementar.

Definiţie  Un lanţ este simplu dacă are toate muchiile distincte. În caz contrar se zice compus.

Obs. Un lanţ compus este neelementar.

Exemplu: pentru graful din Figura 11:  L1, L2 sunt lanţuri neelementare şi compuse

L3 este lanţ elementar, simplu; 
L4 este lanţ neelementar simplu

Definiţie  Se numeşte ciclu în G un lanţ L pentru care xi1=xik şi toate muchiile [xi1, xi2], [xi2,xi3] …[xik-1,xik] sunt diferite două câte două.

Definiţie  Se numeşte ciclu elementar un ciclu care are proprietatea că oricare două vârfuri ale sale su excepţia primului şi ultimului sunt diferite două câte două. Altfel se zice neelementar.

Exemplu: pentru graful din Figura 11:

C1=[1,2,4,3,1] este un ciclu elementar

C2=[1,2,4,6,7,5,4,3,1] este un ciclu neelementar

Def.Două cicluri C şi C’ sunt egale dacă muchiile lor induc acelaşi graf parţial al subgrafului generat de vârfurile ce aparţin lui C, respectiv C’.

Definiţie  Lungimea unui ciclu este dată de numărul său de muchii.

Obs. Un ciclu are lungimea minimă de trei muchii.

Definiţie  Un ciclu se numeşte par dacă lungimea sa este număr par şi impar în caz contrar. 

Definiţie   Se numeşte numărul ciclomatic al unui graf numărul de cicluri care se pot alcătui în graful respectiv.
Definiţie  Un graf se zice conex dacă pentru oricare două vârfuri x si y distincte există un lanţ care le leagă.

Exemplu: graful din figura 8 este conex.

Definiţie  Se numeşte componentă conexă a grafului G=(X,U) un subgraf G’=(X’,U’) conex cu proprietatea că nu există nici un lanţ în G care să lege un vârf din X’ cu un vârf din X\X’.

Exemplu: graful alăturat are două componente conexe:

C1=(X1,V1), X1={1,2,3}, V1={[1,2], [2,3]}

C2=(X2,V2), X2={4,5,6}, V2={[5,4], [5,6]}

Obs. Un graf cu n noduri şi n componente conexe are numai vârfuri izolate. Graful format dintr-un singur nod este conex.
Definiţie  Fie G=(V,E) un graf neorientat conex. Un vârf i se numeşte punct de articulaţie dacă prin îndepărtarea sa şi a muchiilor adiacente graful nu mai rămâne conex.

Definiţie  Un graf G=(V,E) se numeşte biconex dacă nu are puncte de articulaţie. Dacă G nu este biconex se pune problema determinării componentelor sale biconexe, unde prin componentă biconexă (sau bloc) se înţelege un subgraf biconex maximal.

Definiţie  Se numeşte lanţ hamiltonian un lanţ elementar care conţine toate vârfurile grafului.

Definiţie  Intr-un graf neorientat G=(X,U) se numeşte ciclu hamiltonian un ciclu elementar care conţine toate vârfurile grafului.

Definiţie  Se numeşte graf hamiltonian un graf care conţine un ciclu hamiltonian.

Exemplu: graful alăturat este hamiltonian:

C1=[1,2,5,4,3,6,1]

C2=[1,2,3,4,5,6,1]

sunt cicluri hamiltoniene

Teoremă. Graful complet Kn este hamiltonian.

Teoremă. (condiţie suficientă ca un graf să fie hamiltonian) Dacă G=(X,U) este un graf cu n≥3 vârfuri astfel încât gradul fiecărui vârf satisface condiţia: d(x)≥n/2 atunci este hamiltonian.
Obs. O metodă de a arăta că un graf este hamiltonian este să se genereze un ciclu hamiltonian folosind metoda backtracking.
Definiţie  Se numeşte lanţ eulerian un lanţ elementar care conţine toate muchiile grafului.

Definiţie  Intr-un graf G=(X,U) se numeşte ciclu eulerian un ciclu care conţine toate muchiile grafului.

Definiţie  Se numeşte graf eulerian un graf care conţine un ciclu eulerian.

Exemplu: graful alăturat este eulerian:

C1=[1,2,7,5,4,8,9,4,3,7,6,1]

C2=[7,2,1,6,7,3,4,9,8,4,5,7]

sunt cicluri euleriene

Teoremă. Un graf G=(X,U) făra vârfuri izolate este eulerian dacă şi numai dacă este conex şi gradele tuturor vârfurilor sunt numere pare.

Obs. O metodă pentru a arăta că un graf este eulerian: se arată ca graful este conex, şi toate vârfurile au grade pare. 
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Figura 1.
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Figura 7.





Figura 6.





Figura 4.





Figura 3.





Figura 2.





Figura 8.








1








6





8





3





Figura 9.
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Figura 11.
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Figura 12.
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Figura 14.
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Figura 15.
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Figura 5.
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