GRAFURI ORIENTATE

ASPECTE TEORETICE
1. Notiunea de graf orientat

Definitie. Se numeste graf orientat o pereche ordonata de multimi notata G=(V, U), unde:
V : este o multime, finita si nevida, ale carei elemente se numesc noduri sau varfuri;
U : este o multime, de perechi ordonate de elemente distincte din V, ale carei elemente se numesc arce.
* Exemplu de graf orientat:
G=(V, U) unde: V={ 12,34}
U={{1.2}, {2,3}.{1.4}}
Demonstratie:
Perechea G este graf orientat deoarece respecta Tntocmai definitia prezentata mai sus, adica:
V : este finitd si nevida:
U : este o multime de perechi ordonate de elemente din V.

in continuare, vom nota submultimea {X,y}, care reprezintd un arc, cu ( x,y) (intr-un graf orientat arcul (X,y)
este diferit de arcul ( y,x)). In baza celor spuse anterior, graful prezentat in exemplul de mai sus se reprezinti
textual astfel:
G=(V, U) unde: V={1,2,3,4}
A U={(1,2),(2,3), (1.4) }
In teoria grafurilor orientate se intilnesc frecvent notiunile:
- extremitatile unui arc
* fiind dat arcul u=(x,y), se numesc extremitati ale sale nodurile x si y;
X se numeste extremitate initiala;
y se numeste extremitate finala.
- varfuri adiacente
* daca Intr-un graf existd arcul u=(x,y) (sau u=(y,x), sau amandoua), se spune despre nodurile x si y cd sunt
adiacente;

- incidenta
* dacd ul si u2 sunt doud arce ale aceluiasi graf, se numesc incidente dacad au o extremitate comuna.
Exemplu. ul=(x,y) si u2=(y,z) sunt incidente;

* daca ul=(x,y) este un arc Intr-un graf, se spune despre el si nodul x, sau nodul y, ca sunt incidente.

Reprezentarea unui graf orientat admite doud forme, si anume:
- reprezentare textuald: aga cum s-a reprezentat graful din exemplul anterior;
- reprezentare grafica : arcele sunt reprezentate prin sageti orientate, iar nodurile prin puncte.
» Exemplu de graf orientat reprezentat textual:
G=(V, U) unde: V={ 12,34}
U={(1,2), (2,3), (1,4), (4,1)}

» Exemplu de graf orientat reprezentat grafic (este graful de la exemplul anterior):

1

2
Alte definitii
Definitie. Se numeste graf orientat o pereche ordonata de multimi notata G=(V, U), unde:

V : este o multime, finita si nevida, ale carei elemente se numesc noduri sau varfuri;
U : este o multime, de perechi ordonate de elemente din V, ale carei elemente se numesc arce.



Aceasta definitie difera de prima definitie prin faptul ca acum nu se mai spune despre extremitatile unui arc
ca trebuie s fie distincte. In baza acestei definitii, sunt permise si arce de genul: u=(x,x) unde x€ V; aceste
arce se numesc bucle.
» Exemplu de graf orientat (reprezentat grafic):
V={1,2,3,4} U={(1,2),(2,3),(1,4), (4,4)}
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Definitie. Se numeste graf orientat o pereche ordonata de multimi notata G=(V, U), unde:
V : este o multime, finita si nevida, ale carei elemente se numesc noduri sau varfuri;
U : este o familie de perechi ordonate de elemente din V, numita familia de arce.
Aceasta definitie diferd de cea anterioara prin faptul ca acum nu numai ca se admit bucle, dar se admit $i mai
multe arce identice.
* Exemplu de graf orientat (reprezentat grafic):
V={1,23,4}
U={(1,2), (1, 2) 2,1, (14, (2.3), (44}

s

Observaye Daca intr-un graf orientat numarul arcelor identice nu depaseste numarul p, atunci se
numeste p-graf.

2. Notiunea de graf partial

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Se numeste graf partial, al grafului G, graful orientat G;=(V, Uj)
unde U; c U.
* Atentie! Citind cu atentie definitia, de mai sus, tragem concluzia:
Un graf partial, al unui graf orientat G=(V, U), are aceeasi multime de varfuri ca si G, iar multimea arcelor
este o submultime a ui U sau chiar U.
» Exemplu: Fie graful orientat
G=(V, U) unde: V={1,2,3,4}
U={(1,2), (14), (2,3)}
reprezentat grafic astfel:

_1/\"-4
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1. Un exemplu de graf partial al grafului G este 3
graful orientat: 2. Un exemplu de graf partial al grafului G este
G=(V, Uy) unde: vV={1,2,34} graful orientat:
U={(1,2),(1,4)} reprezentat grafic astfel:
(s-a eliminat arcul (2,3)) G=(V, U) unde: vV={1,2,3,4}
reprezentat grafic astfel: U,=0
1 (s-au eliminat toate arcele)
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Observatie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Un graf partial, al grafului G, se obtine pastrand varfurile si
eliminind eventual niste arce (se pot elimina si toate arcele sau chiar nici unul).

3. Notiunea de subgraf

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Se numeste subgraf, al grafului G, graful orientat G;=(V,U;)
unde V;C Viar U; contine toate arcele din U care au extremitdtile in V.
» Exemplu: Fie graful orientat
G=(V, U) unde: V={1,2,3,4}
U={(1,2), (2,3), (1.4)}
reprezentat grafic astfel:

1\"4

2 3
1. Un exemplu de subgraf al grafului G este 2. Un exemplu de subgraf al grafului G este graful
graful orientat: orientat:
G1=(V1, Ul) unde: V1={1,2,3} G1=(V1, Ul) unde: V1={2,3,4}
(s-a sters nodul4) (s-a eliminat nodul 1)
Ui={(1,2),2,3)} Ui={(2,3)}
(s-a eliminat arcul (1,4)) (s-au eliminat arcele (1,4) (1,2))
reprezentat grafic astfel: reprezentat grafic astfel:
. 1 ° 4
2 .
e ;
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Observatie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Un subgraf, al grafului G, se obtine stergand eventual anumite
varfuri si odati cu acestea si arcele care le admit ca extremitate (nu se pot sterge toate varfurile deoarece
s-ar obtine un graf cu multimea varfurilor vida).

4. Gradul unui varf

Avand la baza ideea ca "raportat la un varf exista arce care ies din acel varf si arce care intrd in acel varf”, au
luat nastere urmatoarele notiuni:

- grad exterior

- grad interior
care vor fi prezentate in continuare.

Grad exterior

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat si x un nod al sau. Se numeste grad exterior al nodului x, numdarul
arcelor de forma (x,y) (adicd numdrul arcelor care ies din x), notat d*(x).
» Exemplu: Fie graful orientat:
G=(V, U) unde: V={ 1,234}
U={(1,2), (1,2), 2,1), (1,4), (2,3)> (4.4)}
reprezentat grafic astfel:
1

3
2
Gradul exterior al nodului 1 este d*(1)=3 (in graf, sunt trei arce care ies din 1).

Gradul exterior al nodului 2 este d"(2)=2 (in graf, sunt doud arce care ies din 2).



Gradul exterior al nodului 3 este d*(3)=0 (in graf, nu sunt arce care ies din 3).
Gradul exterior al nodului 4 este d"(4)=1 (in graf, este un arc care iese din 4 (bucla)).
Observatii.
1. Multimea succesorilor lui x se noteazi cu I'"(x) si se reprezinta astfel:
*(x)={ye v|xy)e v}
2. Multimea arcelor ce ies din x se noteazi cu ®*(x) si se reprezintd astfel:
o' (x)={x.y)e Ulye v}
3. Legat de cardinalele multimilor I''(x) si ®"(x) putem scrie:
F+(x)( = af(x)( =d*(x)

Raportat la graful prezentat in figura de mai jos,

2

putem scrie:

I (D=(2,4} o' (D={(1.2), 1.4} (1) =] 1)=a"(1)=2

I (2)={1,3} o 2)={2.1), (2,3)} r*(z)( = co*(z)( =d*(2)=2
I'G)=0 o 3=0 I (3) =0 (3)=a*(3)=0
I (4)={4} o' @)=f@44) r*(4)( =|o* (4)( =d*(4)=1

Grad interior

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat si x un nod al sau. Se numeste grad interior al nodului x, numarul
arcelor de forma (v,x) ( adica numdrul arcelor care intra in x), notat d (x).
» Exemplu: Fie graful orientat
G=(V, U) unde: V={1,234}
U= {(1,2), (1.2), (2,1), (1.4), (2,3), (4.4)}

reprezentat grafic astfel:

2

Gradul interior al nodului 1 este d'(1)=1 (in graf, este un arc care intra in 1).
Gradul interior al nodului 2 este d” (2)=2 (in graf, sunt doua arce care intra in 2).
Gradul interior al nodului 3 este d'(3)=1 (in graf, este un arc care intra in 3).
Gradul interior al nodului 4 este d'(4)=2 (in graf, sunt doua arce care intra 1n 4).
Observatii.

1. Multimea predecesorilor lui x se noteaza cu ["(x) si se reprezinta astfel:

" (x)={ve vl(y,x)e U}
2. Multimea arcelor ce intra in x se noteazd cu o' (X) si se reprezinta astfel:
(o’(x)z {(y,x)e U|xe V}
3. Legat de cardinalele multimilor I"(x) si ®'(x) putem scrie:
‘F’(xx = ‘a)’(x)( =d (x)
Raportat la graful prezentat in figura de mai jos,
1



putem scrie:

(=2} o ()={@2,1)} \F (1)1:\ 1)( d-(1)=1

I Q)={1} o Q@)={(1.2)) @) =|o (2)=d(2)=1
I'3)={2} @) ={@223)] \F (3)(=\co (3)(=d 3)=1
T (@4)=(14} o @=(14),44) [[@4)=|o(@)=d(4)=2

Observatie. Un nod se numeste izolat daca:
A d*(x)=d (x)=0
Propozitie. In graful orientat G:(V U), 1n care V={x,, Xa, ...,Xp} §1 sunt m arce, se verificd egalitatea :

Zd Zd

5. Graf complet. Graf turneu

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Graful G se numeste graf complet daca oricare doud varfuri
distincte ale sale sunt adiacente.

Doua varfuri x si y sunt adiacente daca:

- intre ele exista arcul (x,y), sau

- intre ele exista arcul (y,x), sau

- intre ele exista arcele (x,y) si (y,x).

» Exemplu de graf orientat complet:
G=(V, U) unde: V={1,2,3,4}
U={(1,2),,(1,3), (14), (2,3), 2,4), B.4)}
Reprezentarea sa grafica este:
1

3

Propozitie. Intr-un graf complet cu n varfuri, exista Intre si n(n-1) arce. (U este privitd ca o multime

nn—1)
2
(prima definitie a grafului) nu ca o familie)

Demonstratie: Numarul cel mai mic de arce, cand graful este complet, se obtine atunci cand nodurile sunt
unite doar printr-un singur arc si se determina astfel:

Pentru fiecare varf x;, numirul arcelor care intri si ies este n-1, deci d*(x)+ d(x;)=n-1, pentru orice i=1..n.
Insumand toate aceste relatii, obtinem:

3 (a*(x)+d (x,)= Zn 1:Zd Zd =n(n-1) (1)

i=1
Tindnd cont de faptul ca:

Zd Zd

relatia (1) devine:
n(n—1)

m+m=nn—-1)=>m=



Numdrul cel mai mare de arce, cind graful este complet, se obtine atunci cand nodurile sunt unite prin doua
arce, adica pentru nodurile x si y exista arcele (X,y) si (y,X), si este egal cu

2n(n_1):n(n—l)

n(n-1)

Lema Avem 3 % grafuri complete cu n noduri.
Definitie Un graf orientat este turneu, daca oricare ar fi 2 varfuri i §i j, i#j, intre ele exista un singur arc:
arcul(i,j) sau arcul (j,i)
Proprietati:
1. Orice graf turneu este graf complet.

n(n-1)
2. Avem 2 2 grafuri turneu cu n noduri
3. In orice graf turneu existd un drum elementar care trece prin toate varfurile grafului.

Problema. Fiind dat un graf turneu, se cere sa se afiseze un drum elementar care trece prin toate varfurile.
#include<iostream.h>
#include<conio.h>

int s[20],a[20]{20],n,L,1i,j; xista arcul (1,2)7[1/0
void afisare_drum() exista arcul (1,3)?[1/0

10

{int i; cout<<endl; 0‘.‘0 erista ard (1=4)?[1_.-o% .;1)
i Y VIS

Q‘e exista arcul (2,3)7[1. O%é

1

n=4

for(i=1;i<=n;i++)

cout<<s[i]<<" ";} exista arcul (14)?[1_.:0

void generare_drum() =xista arcul 3.4)7[1/0

{int i,j.k.p.q;

if(al11[21==1) {s[1]=1;s[2]=2;) 1213
else{s[1]=2;s[2]=1;}

L=2;
for(k=3;k<=n;k++)
{if(a[k][s[1]]==1) p=1;

else{i=1;q=0;

while(i<L.&&!q)
if(a[s[i]][k]==1&&a[k][s[i+1]]==1) q=1;
else 1++;
p=i+1:}

for(j=L;j>=p;j--) sj+1]1=s[jl;

slpl=k;

L++;}

cout<<endl;}
void main()
{
cout<<"n=";cin>>n;
for(i=1;i<=n-1;i++)
for(j=i+1;j<=n;j++)
{couts<"exista arcul ("<<i<<","<<j<<")?[1/0]";
do{
cin>>ali][j];
} while(!(alil[j}==0 Il a[il[jl==1));
a[jllil=1-alil[j];}
generare_drum();
afisare_drum();
getch();}



6. Conexitate

In aceasti sectiune, vor fi prezentate notiunile:
- lant

- drum

- circuit

- graf conex

- componenta conexa

Lant

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Se numeste lant, in graful G, o succesiune de arce, notata
L= [u,.] U el |CU proprietatea ca oricare doud arce consecutive au o extremitate comuna (nu are

importanta orientarea arcelor).

Se intalnesc notiunile:

- extremitatile lantului

* fiind dat lantul L= [u,.] Uy s U, Jse numesc extremitati ale sale extremitatea arcului u;; care nu este

comuna cu arcul u;; si extremitatea arcului ug care nu este comuna cu arcul uy
- lungimea lantului
» fiind dat lantul L= [u,.] Uy sl Jprin lungimea sa se intelege numarul de arce care apar in L;

* Exemplu de lant:
cu reprezentarea grafica astfel:
Fie graful G=(V, U), unde: V={1,2,3,4,5}
U={(1,3),(1.4), (2,3), (2,4), 5.2)}=
{ w, w, wu, uy us}

L1=[ u; ,u3 ,us] este, in graful G, lant cu lungimea 3 si extremitatile 1 si 5.
L2=[ u; ,uy, uy, us] este, In graful G, lant cu lungimea 4 si extremitétile 3 si 5.

Atenfie! Dacd L = [u,.] Uy sees Uy Jeste lant 1n graful G, atunci §iL, = l”u Uy seenslly Jeste lant in graful G.

Drum

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Se numeste drum, in graful G, o succesiune de noduri, notata
D= (x,.] s X; 55 X; ), Cu proprietatea (x,.] o X, ),...,(x,.H WX )e U (altfel spus (x,.] o X, ),...,(x WX )sunt arce).

i (PR
Se intalnesc notiunile:

- extremitatile drumului

e fiind dat drumul D = (xil D AN & ) se numesc extremitati ale sale nodurile x;; $i Xjx (X1 extremitate initiala

si Xjx extremitate finald)

- lungimea drumului

* fiind dat drumul D = (x,.l s X sees X ) prin lungimea sa se intelege numéirul de arce care apar in cadrul
sau;

* Exemplu de drum:

Fie graful G=(V, U) unde:

V={1,2345}

U={(1.3), 4.1), 3.2), 2.4), 5,2)}

cu reprezentarea grafica astfel:



D1=(1, 3, 2) este, 1n graful G, drum cu lungimea 2 si extremitatile 1 si 2.
D2=(4, 1, 3, 2) este, 1n graful G, drum cu lungimea 3 si extremitatile 4 si 2.
Atentie! Daca D = (xil s Xy sees X )este drum, 1n graful G, atunci nu neaparat si DI = (xik s X oo Xy )este drum,

k

in graful G.

Definitie. Fie G=(V,U) un graf orientat. Se numeste drum elementar, in graful G, drumul
D= (xil s X; s.-s X; ) cu proprietatea ca oricare doud noduri ale sale sunt distincte (alifel spus, printr-un nod

1

nu se trece decdt o singura data).
* Exemplu: 1n graful de mai jos,
1

3
drumul D1=(4, 1, 3, 2) este drum elementar.

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat: Se numeste drum neelementar, in graful G, drumul
D= (xil s Xy e Xy ) cu proprietatea cd nodurile sale nu sunt distincte doud cate doua (altfel spus, prin anumite

noduri s-a trecut de mai multe ori).
* Exemplu: 1n graful de mai jos,
1

2
drumul D2=(4, 1, 3, 2, 4, 5, 2) este drum neelementar (prin 4 (si 2) s-a trecut de doua ori).
Circuit
Definitie: Fie G=(V, I) un graf neorientat. Se numeste circuit, in graful G, drumul D = (xil s Xy e Xy )cu
proprietatea ca X;; = X si are arcele cel compun diferite doua cate doua (circuitul se noteaza n continuare cu

O).
* Exemplu: In graful de mai jos,
1

4

2
3
drumul C=(1, 3, 2, 4, 1) este circuit.
Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Se numeste circuit elementar, in graful G, un circuit cu
proprietatea cd oricare doud noduri ale sale, cu exceptia primului si a ultimului, sunt distincte.
* Exemplu: 1n graful de mai jos,
1

4
2

3
circuitul C=(1, 3, 2, 4, 1) este circuit elementar.



Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Se numeste circuit neelementar, in graful G, un circuit cu
proprietatea ca nodurile sale, cu exceptia primului si a ultimului, nu sunt distincte.
* Exemplu: in graful de mai jos

circuitul C=(1, 3, 4, 2, 5, 4, 1) este circuit neelementar (prin 4 s-a trecut de doua ori).
Graf conex
Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Graful G se numeste conex daca pentru oricare doua varfuri x si y,

x#y, exista un lant de extremitati x s1y.
* Exemplu de graf care este conex:
1

Graful este conex, deoarece oricare ar fi varfurile x si y, x#y, existd un lant in G care sa le lege.
» Exemplu de graf care nu este conex:
1

O\~_5

2

Graful nu este conex, deoarece existd doua varfuri, cum ar fi 1 §i 4, pentru care nu exista nici un lant in graf
care si le lege.

Componenta conexi

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Se numeste componentd conexa un graf orientat G;=(V; ,U;) care
verificd urmatoarele conditii:
- este subgraf al grafului G;
- este conex;
- nu exista nici un lant in G care sa lege un nod din V, cu an nod din V-V.
* Exemplu: Fie graful G=(V, U) : V={1,2,3,4,5} si U={(1,2), (3,1), (3,2), (4,5)}

1

4

O\~_5

2
Pentru graful de mai sus, graful G1=(V1,Ul) unde: V1={4,5} si U1={(4,5)} este componenta conexa,
deoarece:
- este subgraf al grafului G;
- este conex;
- nu exista nici un lant in G care sa lege un nod din V, cu un nod din V-V,={1,2,3}
La fel, se poate spune si despre graful G2=(V2,U2) unde: V2={1,2,3) si U2={(1,2)> (3,1), (3,2)}
In concluzie, graful din figura de mai sus este format din doui componente conexe.
Observatie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Graful G este conex daca si numai dacd este format dintr-o
singurd componenta conexa.
* Exemplu de graf conex (este format dintr-o singurd componenta conexa):




7. Reprezentarea grafurilor orientate

Fie G=(V, U) un graf orientat, unde V={xi, X,..., Xa} §i U={uy, us,..., um} . Deoarece intre multimea {x;,
X2,..., Xn} $1multimea {1, 2,..., n} exista o bijectie, x; «>1, putem presupune, fard a restrange generalitatea,
mai ales pentru a usura scrierea, ca V={1, 2,..., n}.

In baza celor spuse mai sus, mai departe, n loc de x; vom scrie i, si in loc de arcul (x; ,X;) vom scrie (i ,j).
Pentru a putea prelucra un graf orientat cu ajutorul unui program, trebuie mai 1ntéi sa fie reprezentat in
programul respectiv.

Pentru a reprezenta un graf orientat, Intr-un program, existd mai multe modalitéti folosind diverse structuri
de date; dintre acestea In continuare vom prezenta:

- reprezentarea prin matricea de adiacenta;

- reprezentarea prin matricea varfuri-arce;

- reprezentarea prin matricea drumurilor;

- reprezentarea prin listele de adiacentd;

- reprezentarea prin sirul arcelor.

Matricea de adiacenta

Fie G=(V; U) un graf orientat cu n varfuri (V={ 1,2, ..., n}) si m arce.
Matricea de adiacenta (Ae M,({0,1})), asociata grafului G, este o matrice patratica de ordin n, cu
elementele:

1, daca (i,j)e U
0, daca (i, j)e U
(altfel spus, a; =1, daca exista arc intre 1 $i j $i a; ;=0 dacd nu exista arc intre i $i j.

i

* Exemplul 1. * Exemplul 2.
Fie graful reprezentat ca in figura de mai jos: Fie graful reprezentat ca 1n figura de mai jos:
1 1
4 4
2 2
3 3
Matricea de adiacentd asociata grafului este: Matricea de adiacenta asociatd grafului este:
ay G Gz Gy 0010 Ay Gy Gz Ay 0 101
A= Ay Gy Gy Gy | 0011 A= Ay Gy yy Gy | _ 0 10
a3 Gy Gy Ay 0000 Q3 Gy Gz Gy 1 001
Uy Ay Gyz Ay 1000 Uy Ay Gyz Ay 0100

* Comentarii:
1. Matricea de adiacentd este o matrice pdtratica, de ordin n, §i nu este neapdrat simetrica fatd de diagonala
principald, asa cum este in cazul grafurilor neorientate.
Secventele de citire a matricei de adiacentai:
int a[100]{100];
cout<<"n="; cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)
{cout«"a[ "<<ic<”,’<<j<<]="; cinvali][j];}
sau:
cout<<"'n m” ; cin>>n>>m;
for (i=1;i<=m;i++)
{cout«"dati extremitatile arcului "<<i<<" ”’; cin>>x>>y;

10



a[x][yl=1;}

2. Matricea de adiacentd are toate elementele de pe diagonala principald egale cu O (ne referim la definitia 1,

cand graful nu are bucle).

3. Numarul elementelor egale cu 1 de pe linia i este egal cu gradul exterior al varfului i.

int gr_ext(int i)

{intj, s;

s=0;

for (j=1;j<=n;j++) s=s+ali][j];
return s; }

4. Numarul elementelor egale cu 1 de pe coloana i este egal cu gradul interior al varfului i.

int gr int(int 1)

{intj, s;

s=0;

for (j=1;j<=n;j++) s=s+a[jllil;
return s; }

5. Daca varful i este un varf izolat, pe linia i §i coloana i nu sunt elemente egale cu 1.
int vf_izolat(int 1)
{return (gr_ext(i)==0) && (gr_int(i)==0);
}

Matricea varfuri-arce ( matricea de incidenta)

Fie G=(V, U) un graf orientat cu n varfuri (V={1,2, ..., n}) si m arce.

Matricea varfuri-arce (B€ Mxn({-1,0,1})), asociata grafului G, este o matrice cu n linii §i m coloane, cu

elementele:
—1, daca i este extremitate finala pentru arcul u;

b, ; =10, daca i nu este extremiate pentru arcul u,

1, daca i este extremitate initiala pentru arcul u,
* Exemplul 1. Fie graful G=(V,U) :
V={1,2,34},
U:{(l’3)’(2’3)’(2’4)’(4’1)}= {U1, Uy, Us, l]4}
reprezentat ca in figura de mai jos:
1

3
Matricea varfuri-arce asociata grafului este:

by, b, by b, 1 0 0 -1

B= b21 bzz b23 b24 _ 0 1 1 0
- by by, by by |- I -1 0 0
b41 b42 b43 b44 0 0 -1 1

11



* Exemplul 2. Fie graful G :
V={1,2,3,4},
U={(1,2),(1,4),(2,3),(3,1),(3:4),(4,2) }=
{uy, vz, uz, us,us, us},
reprezentat ca in figura de mai jos:

1

3
Matricea varfuri-arce asociata grafului este:
by b, by by bs by 1 1 0 -1.0 0
by by by by by by =10 1 0 0 -1
by by, by by by by - 0 0 -1 1 1 0
b, b, b, b, by by 0O -1 0 0 -1 1
» Comentarii:
1. Matricea varfuri-arce nu este neaparat o matrice patratica.

B=

43 44 45

#Secventele de citire a matricei varfuri-arce:
int b[100][100];
cout<"'nm” ;
cin>>n>>m;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=m;j++)
{couts<"b["<<ic<" <<j<<" ="
cin>>bl[i] [j];}
sau:
cout<<"nm” ;
cin>>n>>m;
for (i=L;i<=m;i++)
{ cout<<"dati extremitatile arcului "<<i<<" "; cin>>x>>y;
b[x] [i]=1;
blyl[il=-1;}

2. Numarul elementelor egale cu 1 de pe linia i este egal cu gradul exterior al varfului i:

int gr_ext_B( int 1)
{int j, nor;
nr=0;
for (j=1;j<=m;j++)
if (b[i][j]==1) nr=nr+1;
return nr; }

3. Numarul elementelor egale cu -1 de pe linia i este egal cu gradul interior al varfului i.

int gr_int_B( int 1)
{int j, nr;
nr=0;
for (j=1;j<=m;j++)
if (b[i][j]==-1) nr=nr+1;
return nr; }
4. Daca varful i este un varf izolat, pe linia i nu sunt elemente egale cu 1 sau -1.
int vf_izolat_B( int 1)
{return (gr_ext_B(i) ==0) && (gr_int_B(1)==0);}

12



5. Pe fiecare coloana j, existd un singur, element egal cu 1 si un singur element egal cu -1.

Indicele liniei pe care se afla 1 este extremitatea initiald a arcului u;
Indicele liniei pe care se afld -1 este extremitatea finala a arcului u,

* Construirea matricei de adiacentd, cind se cunoaste matricea vifuri-arce.
- se parcurge matricea varfuri-arce, de la prima pana la ultima coloand, cu j
- pe coloana j, se depisteaza indicele liniei pe care se afla 1. fie acesta plus I;
- pe coloana j, se depisteaza indicele liniei pe care se afla -1, fie acesta minus I;
- In matricea de adiacentd elementul a[plus 1, minus 1] se face 1.
for (j=1 j<=m;j++)
{for (i=1;i<=n;i++)
if (b[i][jl==1) plusl=i;
else if (b[i][j]==-1) minusl=i;
a[plusl J[minusl]=1;}

* Construirea matricei vdarfuri-arce, cind se cunoaste matricea de adiacentd.
- se foloseste variabila Intreaga k, cu urmatorul rol:

- reprezintd numadrul arcului la care s-a ajuns (la al citelea element a; =1 s-a ajuns), care este practic indicele

curent al coloanei la care s-a ajuns Tn matricea varfuri-arce.
- k=0;
- se parcurge matricea de adiacenta, linie cu linie
- dacd se gaseste un element a; =1, atunci
- se mareste k cu 1;
- in coloana k, din matricea varfuri-arce, se trece
pe linia i valoarea 1
pe linia j valoarea -1

for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1 j<=n;j++)

if (aliljl==1)

(k=k+1;
ali][k]=1;
afjlk]=-L}

Matricea drumurilor

Fie G=(V, U) un graf orientat cu n varfuri (V={ 1,2, ..., n}) si m arce.

Matricea drumurilor (De Mn{0,1 })), asociata grafului G, este o matrice cu n linii §i n coloane, cu

elementele:
0, daca nu exista drum in G de la i la j

" 1, daca exista drum in G de la i la j

* Exemplul 1.
Fie graful G=(V,U) : V={1,2,3,4}, U={(1,3),(2,3),(2,4),(4,1)} ={uy, uz, us, us},
reprezentat ca 1n figura de mai jos:

1

Matricea drumurilor asociata grafului este:
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dll d12 d13 d14 0 0 1 0
D= dy dy dy dy _1 0 11
|dy dy dyy dy | |00 00
dy dy dy dy 1010
» Exemplul 2.
Fie graful G : V={1,2,3,4},
U={(1,2),(1,4),(2,3),(3,1),(3.4),(4.2) }=
{u1, up, u3, uy, us, Ue}
reprezentat ca In figura de mai jos:
1 Matricea drumurilor asociatd grafului este:
4 dy dy, dy; d, 111
D= dy dy dy dy :1 11
2 dy dy, dy dy, 1111
3 dy dy, dy dy 1110

» Comentarii:
1. Matricea drumurilor este o matrice patratica.
In continuare, este prezentat in pseudocod algoritmul Roy-Warshall de determinare a matricei drumurilor
plecand de la matricea de adiacentd. Algoritmul consta Intr-un sir de transformari aplicate matricei de
adiacentd. Vom spune ca exista drum de la nodul i la nodul j, dacd gésim un nod k cu proprietatea ca exista
drumde lailak sidrum dela k la j. Astfel:
Un element ai,j care este 0 devinel, dacd existd un nod k a.i. a;=1 si aj=1. Pentru a gasi toate arcele
nodului k trebuie parcurse pe rand in variabila k toate nodurile 1,2..., n.
pentru k=1 ... n
pentru i=1 ... n (i#k)
pentru j =1 ... n (j#k)
daca a;=0 si i!=k si j!=k atunci

ai = aik * ay
2. Daca 1n matricea drumurilor dj;=1, inseamna cd exista In graf un circuit de extremitati i.
3. Daca in matricea drumurilor linia i si coloana i au elementele egale cu 0, nodul i este un nod izolat.

*Programul C/C++ de construire §i afisare a matricei drumurilor.
#include <iostrearn.h>
#include <stdio.h>
#include <conio.h>

typedef int mat[30][30];

mat a;

int i, j, k,n,m, x,y;

void main()

{clrscr();

cout<<"n "; cin>>n;

cout<<'"'m="; cin>>m; secventa de citire a
for (i=1;i<=m;i++) matricei de adiacenta

nn,

{cout<<"arcul "<<i<<"";
cout<<" x y "; cin>>x>>y; a[x] [y]=1 ;}

for (k=1;k<=n;k++) secventa de transformare
for (i=1;i<=n;i++) a matricei de adiacentad
for (j=1;j<=n;j++) in matricea drumurilor
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if (a[i][j]==0)
alil[jl=alil[k] *alk][jl;
cout<<"matricea drumurilor este ";
for (i=1;i<=n;i++)
{for (j=1;j<=n;j++)
cout<<a[i] [j] «" ";
cout<<endl;}

getch(); }

Liste de adiacenta

Fie G=(V, U) un graf orientat, cu n varfuri (V={ 1,2, ..., n}) si m arce.

Reprezentarea grafului G, prin liste de adiacenta, consta 1n:

- precizarea numarului de varfuri n;

- pentru fiecare varf i, se precizeaza lista L; a succesorilor sdi, adica lista nodurilor care fac parte din

multimea I'*(i).

» Exemplul 1. Fie graful din figura de mai jos: * Exemplul 2. Fie graful din figura de mai jos:
1 1

4 /i\\_4

3 3

Reprezentarea sa, prin liste de adiacente, Reprezentarea sa, prin liste de adiacente,
presupune: presupune:
- precizarea numadrului de varfuri n, n=4; - precizarea numarului de varfuri n, n=4;
- precizarea listei succesorilor lui i, pentru i=1..n - precizarea listei vecinilor lui i, pentru i=1..n
Varful i Lista vecinilor lui i Varful i Lista vecinilor lui i

1 34 1 2

2 3 2 4

3 3 1,2

4 2 4 1,3

* Comentarii:

Acest mod de reprezentare se poate implementa astfel:

1. Se foloseste un tablou bidimensional, caracterizat astfel:

e are n +m coloane;

* T} =i, pentru i=1..n;

* Pentru i=1..n T,;= k, daca T x este primul nod din lista vecinilor lui i;
T,; =0, daca nodul i nu are succesori;

* Dacd Tj=u, adicd u este un nod din lista vecinilor lui i, atunci:
T2=0, dacd u este ultimul nod din lista vecinilor lui i;
T»;=j+1, daca u nu este ultimul nod din lista vecinilor lui i.

» Exemplu de completare a tabloului pentru graful de la exemplul 1.

Prima etapa. Se numeroteaza coloanele (l..n+m), si se trec varfurile.

1 2 3 4 5 6 7 8

A doua etapa. Se trec in tabel vecinii lui 1, incepand de la coloana 5.
1 2 3 4 5 6 7 8




T,,1=5, pentru ca primul vecin (3) al lui 1 s-a trecut la coloana 5 (T, s=3);

T, 5=6, pentru ca urmatorul vecin (4) al lui 1 s-a trecut la coloana 6 (T 6=4);
T, =0, pentru ca vecinul T} ¢ (4) al lui 1 este ultimul din lista.

A treia etapa. Se trec 1n tabel vecinii lui 2, incepand de la coloana 7.

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1213 |4 (3 (413
5 |7 6 |0 [0
T»2=7, pentru ca primul vecin (3) al lui 2 s-a trecut la coloana 7 (T, 7=3);
T,7=0, pentru ca vecinul T; 7 (3) al lui 2 este ultimul din lista.

A patra etapa. Se trec 1n tabel vecinii lui 3, Incepand de la coloana 8.

1 2 3 4 5 6 7 8

1 /2 13|43 (|43
51710 6 |10 |0
T, 3=0, pentru ca 3 nu are succesori, deci lista sa este vida

Ultima etapa. Se trec 1n tabel vecinii lui 4, Tncepand de la coloana 8 (aici s-a ajuns)
1 2 3 4 5 6 7 8
1 12 3|4 |3 (4|3 (2
51710 (8 |6 [0 |0]0
T, 4=8, pentru ca primul vecin (2) al lui 4 s-a trecut la coloana 8 (T g= 2);
T=0, pentru ca vecinul T, g (2) al lui 4 este ultimul din lista.

2. Se foloseste un tablou unidimensional, cu numele cap, si un tablou bidimensional, cu numele L (care
retine listele succesorilor pentru fiecare nod), caracterizate astfel:
Tabloul cap:
- are n componente;
- capi= ¢, daca primul nod din lista vecinilor lui i este trecut 1n tabloul L la coloana c, adica L; . este
primul vecin al lui i,
si cap; =0, dacd nodul i nu are succesori.
Tabloul L:
- are m componente;
- daca k este un vecin al nodului 1, atunci:
L p =k si L, ,=0, daca k este ultimul vecin din lista, sau
Lip=k si L, p=p+1, daca k nu este ultimul vecin din lista.
(p este coloana la care s-a ajuns in tabloul L)
» Exemplu de completare a tablourilor cap si L, pentru graful de la exemplul 1

Tabloul cap
1 2 3 4
1 /3]0 |4
Tabloul L
1 2 3 4
314 (3 |2
2 1010 1|0
3. Se foloseste un tablou bidimensional, cu numele L, caracterizat astfel:
- are n linii;
- pe linia i; se trec succesorii nodului i.
* Exemplu de completare a tabloului L, pentru graful: 4
Tabloul L
3 2 3
1 4
2
1 3
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* Implementarea in limbajul C++, a ideii prezentate mai sus, se realizeaza conform secventei de
program prezentata mai jos.
int L[20][20];
int nr_vec[20];
cout<<'"n="; cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
{cout<<"Dati numarul vecinilor nodului "«i; cin»nr_vecli];
for (j=1;j<=nr_vec[i];j++)
cin>>L[i][jl;}

for (i=1si<=n;i++)
{for (j=1;j<=nr_vec[i];j++)
a[i][L1G1I=1:}

for (i=1; i<=n;i++)
{k=0;
for (j=1;j<=n;j++)
if (afi][jl==1)
{k=k+1;
LIilk]=j;)

4. Se foloseste un tablou unidimensional, cu numele L, caracterizat astfel:
- componentele sale sunt de tip referinta;

- are n componente;

- L; pointeaza spre inceputul listei succesorilor nodului i.

* Construirea matricei de adiacenta, cand se cunoaste L (listele vecinilor fiecarui nod).
for (i=1;i<=n;i++)
{c=LI[il;
while (c)
{a[i] [c->nod]=1;
c=c->urm;}

Sirul arcelor

Fie G=(V, U) un graf orientat, cu n varfuri (V={ 1,2, ..., n}) si m arce.

Reprezentarea grafului G consta 1n precizarea numarului n de noduri $i numarului m de arce precum si in
precizarea extremititilor pentru fiecare arc in parte.

* Comentarii:

Acest mod de reprezentare se implementeaza astfel:

1. Se da numarul n de noduri si numarul m de arce, iar extremitéatile fiecarui arc sunt trecute in vectorii el si
e2, astfel:

- extremitdtile primului arc sunt el[1] si e2 [1];

- extremitdtile celui de-al doilea arc sunt e1[2] si e2[2];
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-deci, U={(el[1],e2[1]), (el[2],e2[2]) ,..., (el [m],e2[m])}

* Secventa C++corespunzatoare este:

int el[100], e2[100];

int n, m, i;

cout<<"n="; cin>>n;

cout<<"m="; cin>>m;

for (i=1;i<=m;i++)
{cout<<"Dati extremitatile arcului cu numarul "<<i<<" ";
cin>>el[i]>>e2[i];}

cout<<"n="; cin>>n;
for (i=1;i<=m;i++)
alelli]] [e2[i]]=1;

for (i=1;i<=n;i++)
for (j==1;j<=n;j++)
if (a[i][j] ==1)
{ k=k+1;
el[k]=1;
e2[k]=j; )

2. Se foloseste an tablou unidimensional, cu numele u, caracterizat astfel:
- componentele sale sunt de tip record;
- are m componente;
- ; reprezintd arcul i.
* Pentru implementare este nevoie de:
struct arc{int x;
int y;};
arc u[20];
Accesul la arcul i se face:  u[i].x ...... ulil.y
* Secventa C++ corespunzdtoare este:
cout<<"n="; cin>>n;
cout<<"m "; cin>>m;
for (i=1;i<=m;i++)
{cout<<"'Dati extremitatile arcului cu numarul "<<i<<” ”’;
cin>>u[i].x>>uli].y;}

* Construirea matricei de adiacenti, cand se cunoaste sirul arcelor ca mai sus:

cout<<"n=""; cin>>n;
for (i=1;i<=m;i++)
aluli].x][u[i].y]=1;

for (i=1; i<=n; i++)
for (j=1;j<=n;j++)
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if (alilljl==1)
{ k=k+1;
ulk].x=1;
u[kl.y =j:}

8. Graf tare conex. Componente tare conexe

In aceasti sectiune, vor fi prezentate notiunile:

- graf tare conex

- componenta tare conexa

- algoritmul de descompunere a unui graf in componente tare conexe

Graf tare conex

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Graful G se numeste tare conex, daca pentru oricare doua varfuri
x §i y existd un drum In G de la x la y si un drum de la y la x.
* Exemplu de graf tare conex.

1

3

Graful este tare conex, deoarece, oricare ar fi varfurile x si y, existd un drum in G de la x la y i un drum de
laylax.

Componenta tare conexa

Definitie. Fie G=(V, U) un graf orientat. Se numeste componenta tare conexa, un graf orientat G; =(V,, U)
care verifica urmatoarele conditii:

- este subgraf al grafului G

- este tare conex;

- oricare are fi xe V-V, subgraful lui G generat de V;U{x} nu mai este tare conex .

* Exemplu. Fie graful orientat prezentat in figura de mai jos:
1

3
Acest graf are doua componente tare conexe:
- subgraful generat de nodurile 1, 2, 3;
- subgraful generat de nodurile 4, 5, 6.
Observatie. Fie G=(V, U) un graf orientat: Graful G este tare conex, daca admite o singurd componenta tare
conexa.

Algoritmul de descompunere a unui graf in componente tare conexe

Algoritmul procedeaza astfel:
- la inceput, nu este depistatd nici o componenta tare conexa ( nc=0);
- deci, nici un nod nu face parte din vreo componenta tare conexa (luate=[ ]);
- se parcurg nodurile grafului, cu i;
- dacd i nu a fost introdus 1n nici o componenta tare conexa,
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- se mareste numarul componentelor tare conexe cu 1,
- se construieste noua componenta tare conexa, astfel:
- se intersecteaza predecesorii lui i cu succesorii sdi, §i se reunesc cu {i}.

Pentru implementarea acestui algoritm, Tn limbajul C++, cu ajutorul programului prezentat mai jos, s-au
folosit:

Functiile:

Succesori(i, S):care pune in sirul S toate nodurile j, din graf , cu proprietatea ca existd drum intre i si ele.

Predecesori(i, P):care pune 1n sirul P toate nodurile j, din graf, cu proprietatea ca exista drum intre ele si i.

Vectorul:

Comp :ale carui componente, care sunt siruri de elemente, vor retine, la final, componentele tare conexe;
Variabilele:

d : matricea drumurilor;

luate : un sir care retine toate nodurile care fac deja parte dintr-o componenta tare conexa;

nc : reprezintd numarul componentelor tare conexe depistate;

In program, au mai fost folosite si alte variabile dar deoarece rolul lor reiese foarte usor din urmarirea
programului nu-1 mai comentam.

#include <iostream.h> Fgf_m
#include <conio.h> EEBE
#include <stdio.h> d[L4]1
typedef int mat[20][20]; EEQE
typedef int sir[20]; B
mat d: <
sir S, P, luate; EEQE
sir comp[50], ncomp; an.m
int ok,nl, i, j, n, m, nc, ns, np; 3.3t
void succesori(int i, sir S, int& ns) i{ii}i
. . d[3.6]1
{int j; d4.1]0
ns=0; 24310
for (j=1;j<=n3j++) prer
if (d[i][jl==1) anen
{ns=ns+1; d[5.210
S[ns]=j;} SEan
} AT
void predecesori(int i, sir P, int& np) j{gﬂg
it J; clesh
np=0; o
for (j=1;j<=n;j++) component tare conexa cu numarul 1
if (d[jllil==1) component tae conexa cu pumaral 2
{np=np+1; e
P[np]=j;}
}
void intersectie(sir S, int ns, sir P, int np, sir x, int& nx)
{int ok;
int i, j;
nx=0;
for (i=1;i<=ns;i++ )
{ok=0;

for (j=1;j<=np;j++)
if (S[i]==P[j]) ok=1;
if (ok==1)
{nx++;
x[nx]=S[il;}
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}

void main()
{clrscr();
cout<<"n="; cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)
{couts<"d["<<ic<", "<<j<<"]";
cin>>d[i][j];}
nc=0;
nl=0;
for (i=1;i<=n;i++)
{ok=0;
for (j=1;j<=nl;j++)
if (luate[j]==i) ok=1;
if(ok==0)
{nc++;
succesori(i,S,ns);
predecesori(i,P,np);
intersectie(S,ns,P,np,comp[nc],ncomp[nc]);
for (j=1;j<=ncomp|[nc];j++)
{nl++;
luate[nl]=comp[nc] [j];}

}
for (i=1;i<=nc;i++)
{cout<<"component tare conexa cu numarul "<<i<<endl;
for (j=1;j<=ncompli];j++)
cout<<compli][j]<<" ";
cout<<endl;}
getch();

}

9. Drumuri minime §i maxime
Notiuni generale

In aceasta sectiune vor fi prezentate, asa cum sugereaza si titlul, modurile de tratare a problemelor care fac
parte din urmatoarele doud mari clase de probleme:

- probleme in care se cere determinarea drumurilor minime, dintr-un graf;

- probleme in care se cere determinarea drumurilor maxime, dintr-un graf.

Problemele de minim (maxim) se pot enunta astfel:

1. Fiind dat graful G=(V,U), cu matricea costurilor asociata Ce M,(R), sa se determine drumurile de
lungime minima (maxima) intre oricare doua varfuri.

2. Fiind dat graful G=(V,U), cu matricea costurilor asociata Ce M,, (R), s se determine drumurile de
lungime minima (maxima) intre varfurile i si j.

3. Fiind dat graful G=(V,U), cu matricea costurilor asociatda Ce M, (R), sa se determine drumurile de
lungime minima (maxima) Intre varful i si toate celelalte varfuri.

In cazul problemelor de minim, fiind dat graful G=(V, U) i se asociazd matricea costurilor, forma 1, definita

astfel:
Ce M, (R), unde:

21



cos t, daca intre i si j exista un arc cu costul cos t
¢, ; =40, dacai=j
oo, dacai# j si (i,j)eU

In cazul problemelor de maxim, fiind dat graful G=(V, U) i se asociaza matricea costurilor, forma 2, definita
astfel:
Ce M, (R), unde:

cos t, daca intre i si j exista un arc cu costul cos t
¢,; =10, dacai=j

—oo, dacai# j si (i,j)eU

* Exemplu: Fiind dat graful din figura de mai jos (costul fiecarui arc fiind scris pe ea)

1 13
,4 4
11
14
2 15
3
matricea costurilor se scrie in felul urmator:
Forma 1:
¢, Cn €5 Oy 0 11 o 13
Co Cy €y Cyy Cy | |0 0 15 12
Gy Cxp G Cy o o0 (oo
Cu Cp Gz Cuy o o 14 0
Forma 2:
¢, Cn €5 Oy 0 11 - 13
c Cy Gy Chy Cyy -0 0 15 12
Gy Gy G35 Oy —oo —oo 0 —oo
Cu Cip Ci3 Cy —oo —eo 14 0
Observatii.

1. Matricea costurilor forma 1 difera de matricea costurilor forma 2 prin faptul ca in loc de o apare -oo.
2: In program nu se poate scrie o sau -o0, de aceea recomanddm ca atunci cind trebuie folosite si se
defineasca doua constante foarte mari, ca de exemplu, pentru o : const p infinit = 1.e10;

pentru -oo : const m infinit=-1.e10;
In continuare, vor fi prezentati doi algoritmi care permit rezolvarea unor probleme de minim (maxim), si
anume, vor fi prezentati:algoritmul Roy-Floyd si algoritmul lui Dijkstra..

Algoritmul Roy-Floyd

Acest algoritm se aplica in cazul problemelor in care se da un graf G=(V, U), care are matricea costurilor C,
si se cere sd se determine lungimea drumurilor minime, si in unele cazuri si nodurile care constituie
drumurile respective, intre oricare doud noduri ale grafului.
Observatie. Algoritmul are la bazd urmatoarea idee:

"Daca drumul minim de la nodul i la nodul j trece prin nodul k, atunci si drumul de nodul i la

nodul k, precum si de la nodul k la nodul j, este minim"'
si constd, de fapt, Intr-un sir de n transformari aplicate matricei costurilor C, astfel:
Tw«(C)=B , Be M, (R), b;j=minim(c; j,ci x+cx;).i,j € {1,..n}care se poate implementa astfel:

fork=1..n
fori=1 .. n
forj=1..n
if (cli,jl<cli.kI+clkijl) clijl=clikl+clk,jl;
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Descrierea detaliata a algoritmului prezentat mai sus:
Pentru fiecare pereche de noduri (i,j), unde i,j € { 1,...,n}, se procedeaza astfel:
se parcurg cu k toate nodurile grafului, diferite de i si j,
pentru fiecare nod k, se executa:
daca costul drumului Tntre nodurile i si j este mai mic decat suma costurilor drumurilor
intre nodurile i si k si intre nodurile k si j, atunci costul drumului initial de la i la j se va
inlocui cu costul drumului i-k-j, evident, acest lucru facandu-se prin modificarea
matricei costurilor.
Observatie. Algoritmul prezentat in forma de mai sus, permite decat calcularea lungimii drumurilor minime
intre oricare doud noduri ale grafului. Daca se doreste si afisarea nodurilor care compun efectiv aceste
drumuri, va trebui completat astfel:
Daca lungimea drumului miinim dintre nodurile i si j este egald cu suma dintre lungimile a 2 drumuri care
trec printr-un nod intremediar k atunci nodul k face parte din drumul de lungime minima de laila j

#include<iostream.h> 4 {for(k=1;k<=n&&!gasit;k++)
#include<conio.h> 1 ﬁ % if((i!=k&&j!=k)&&ali][jl==a[i][k]+a[k][j])
#include<fstream.h> 2 412 {drum(i,k);
int a[50][50],n,i,j,c,k,gasit=0,x,y; 2 315 drum(k,j);
int const p_inf=10000; 4314 gasit=1;}
ifstream f("rf.in"); if(!gasit) cout<<j<<" ";}
void init() //se initializeaza matr costurilor void afisare(int x,int y)//afiseaza costului de drum
{f>>n; minim si nodurile care formeaza drumul
for(i=1;i<=n;i++) {if(a[x][y]<p_inf)
for(j=1;j<=n;j++)if(i==j) a[i][j]=0; {cout<<"drumul minim de la nodul "<<x<<" la nodul
else a[i][j]=p_inf;} '<<y;

void citire()//se actualizeaza matr costurilor cu cout<<" are costul "<<a[x][y]<<end];
datele din fisier cout<<x<<" ";
{while(f>>i>>j>>c) a[i][j]=c; drum(x,y);}
f.close();} else cout<<"nu exista drum";}
void transformare() //se transforma matricea void main() =1
costurilor {cout<<"X="; CIN>>X; |drumul minim de Ia nodul 1 Ia nodul 3 are costul 26
{for(k=1;k<=n;k++) cout<<"y="; cin>>y; s
for(i=1;i<=n;i++) init(); T exista drum
for(j=1;j<=n;j++) citire(); =

if(a[i] [k]+a[k] U]<a[i] [_]]) transformare(); g.:.mul minim de la nodul 2 la nodul 4 are costul 12
alil[jl=alil[kl+alkI[jl;} afisare(x,y); =
void drum(int i, int j) //se det nodurile drumului getch();} ma exista drums=3
minim an exista drums—3

nu exista drum

In continuare, se prezinta programul, in C++, care implementeaza algoritmul comentat anterior

#include <iostream.h> nt
#include <conio.h> yal 1211
. . vval 1413
#include <stdio.h> yel 2412
. rval 23 15
const p_inf=10000; T l4318
ot Qi . 11 10000 13
typedef int sir[20]; 100000 15 12
1 . 10000 10000 0 10000
typedef 1pt mat[20][20]; 10000 1600 14
typedef sir matmul[20][20]; ung. drumului min dela 112 2 este 11
ar drumurile sunt :1 2
matmul d; ung. drumului gip dela 1123 este 26
ar drumurile sunt :12 3
mat ¢, nd; ung. drumului min dela 112 4 este 13
: d . ar drumurile sunt :1 4
SIr dr; nu exista drum intre 2 si 1
3 3 1 . - drumului min dela 2 1a 3 este 15
int i, k, j, n,m, 1d,x,y,val; ung i vin dela 2la S este
VOld drum de la(lnt 1 lnt _]) lung. drumului min dela 21a 4 este 12
. - . ’ ar drumurile sunt :2 4
{ mt k’ gaSItk’t; nu exista drum intre 3 si 1
. . . nu exista drum intre 3 512
if (1 = _]) { nu exista drum intre 351 4
nu exista drum intre 4 si 1
nu exista drum intre 4 si 2 23
lung. drumului min dela 41a 3 este 14
ar drumurile sunt :4 3




for (k=1;k<=n;k++)
{ gasitk=0;
for (t=1;t<=nd[i][j];t++)
if (d[i][j][t]==k) gasitk=1;
if (gasitk==1)

{ 1d=Id+1;
dr(1d]=k;
drum_de_la(i,k);
1d=1d-1;}
}
}
else{ for (k=1d;k>=1:k--) cout<<dr[k]<<" ";
cout<<endl;}
}
void afis()

{for (i=1;i<=n;i++)
for =1;j<=n;j++)
if (c[i][jl==p_inf) cout<<"nu exista drum intre "<<i<<" si "<<j<<endl;
else if (il=j)
{ cout<<"lung. drumului min de la "<<i<<" la "<<j<<" este "<<c[i][j]<<endl;
cout<<"iar drumurile sunt :"<<endl;
1d=1;
drfld]=j;
drum_de_la(j, j);}
}
void reuneste(sir X,int nx, sir y, int ny, sir z, int& nz)
{ int i, j, ok;
nz=0;
for (i=1;i<=nx;i++)
{nz++;
z[nz]=x[i];}
for (j=1;j<=ny;j++)
{ok=0;
for (i=1;i<=nx;i++)
if (x[i]==y[i]) ok=1;

if (lok)
{nz++;
z[nz]=y[jl;}
}
}
void face_sirul(sir X, int nx, sir y, int& ny)
{int 1;
ny=0;
for (i=1;i<=nx;i++)
{ny++;
ylnyl=x[i]; }
}
void main()
{ clrscr();

cout<<'"n="; cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
for =1;j<=n;j++)
if (i==) c[il[j1=0;
else c[i][j]=p_inf;
cout<<"m="; cin>>m;
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for (i=1;i<=m;i++)

{coutc<"x y val " ; cin>>x>>y>>val;

c[x][yl=val;}
for (i=1;i<=n;i++)

{for (j=1;j<=n;j++)

cout<<c[i][jl<<" ";

cout<<endl;}
for (i=1;i<=n;i++)

for (j=1;j<=n;j++)

if ((i'=j) && (c[i][jl<p_inf))
{ nd[i][j]=1;
dilil =i}
else nd[i][j]=0;

for (k=1;k<=n;k++)

for (i=1;i<=n;i++)

for (j=1;j<=n;j++)
if (clilljl==clillK]+<[K][jD)
reuneste(d[i][j1,nd[il(jl,d[K][j],nd[KI[jL.dL1[j1,nd i1 [j]);
else if (c[i][j]>clil[k]+c[k][j])
{ clilljl=clillkI+<[KI[];
face_sirul(d[K][j1,nd[K][j1.A[1[j1,nd[i][]); )

afis();
getche(); }

Algoritmul lui Dijkstra

Acest algoritm se aplica in cazul problemelor in care se da un graf G=(V, U), care are matricea costurilor C,

si se cere sd se determine lungimea drumurilor minime de la un nod dat x pana la fiecare nod din graf
Algortimul retine Th multimea S nodurile care au fost deja selectate si intr-o coada de prioritati Q nodurile care nu au
fost deja selectate adica Q=V-S, astfel:
- unnod y este selectat atunci cand s-a determinat costul final al drumului cu costul minim de la nodul sursa x
lael.

- -1incoda Q prioritatea cea mai mare o are nodul pentru care costul drumului are valoarea cea mai mica dintre
toate costurile de drumuri care pornesc de la nodul x la celelalte noduri neselectate inca. Pentru calcularea
drumurilor de lungime minima se Tntretine o multime D in care se memoreaza costul drumurilor de la nodul x
la nodurile neselectate, costuri care se recalculeaza la fiecare extragere de nod.

Pas 1. Se initializeaza multimea S cu multimea vida, se citeste nodul initial x si se atribuie multimii S
Pas 2. Se initiazd multimea D cu costurile drumurilor de la nodul x la toate celelalte noduri ale grafului
Pas 3. Cat timp coada de prioritati Q nu este vida executa:
Pas 4. se cauta printre nodurile selectate nodul y cu cel mai mic cost al drumului
Pas 5. se adauga nodul y la multimea S (se extrage din coada de prioritati Q si se declara ca nod selectat)
Pas 6. Pentru fiecare nod neselectat executa:
Pas 7. Se recalculeaza costul drumului de la nodul x la acest nod folosind ca nod intermediar nodul
extras
Pas 8. Daca acest cost este mai mic decét cel din multimea D, atunci el va fi noul cost.
Se folosesc 3 vectori:
- Vectorul s pentru multimea nodurilor selectate

- Vectorul d contine costul drumurilor
- Vectorul t memoreaza drumurile gasite intre nodul x si celelalte noduri i ale grafului
Algoritmul lui Dijkstra

Acest algoritm se aplica in cazul problemelor in care se da un graf G=(V, U), care are matricea costurilor C,

si se cere sd se determine lungimea drumurilor minime de la un nod dat x pana la fiecare nod din graf
se selecteaza nodurile grafului unul cate unul in ordinea crescéatoare a costului drumului de la nodul pl la ele, in
multimea s, care initial contine doar nodul pl.
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Algoritmul foloseste urmatoarele variabile:
n: reprezintd numarul de noduri ale grafului;

c: reprezintd matricea costurilor asociata grafului;

d - vect costului drumurilor

p-indica drumurile gasite intre nodul pl si celelalte noduri din graf (pt nodul i se retine nodul precedent pe unde trece
drumul de la pl la i, pt pl se retine 0)

s- indica multimea nodurilor selectate( 0 daca i nu este selectat, 1 daca i este selectat)

si procedeaza astfel:
Pas1.- se citeste nodul de plecare pl;
- se completeazd componentele vectorului d astfel

d[i]=c[pli], pentru i=1...n si i#pl,

d[pl]=0
- se completeaza componentele vectorului p astfel:
pentru i=1.::n, p[i]=pl, daca i#pl si c[pl,i] #oo;

pli]=0, altfel,

pas2. - se executa de n-1 ori urmatoarele:
- printre nodurile neselectate se cauta cel aflat la distanta minima fata de pl si se selecteaza, adaugandu-1
multimii s. Fie poz acest varf
- pentru nodurile neselectate, j, se actualizeaza in d costul drumurilor de la pl la ele, utilizand ca nod
intermediar nodul selectat, poz, procedand astfel:
-se compara costul existent in vectorul d, pt j, d(j), cu suma dintre costul existent in d pentru nodul selectat,
poz, si distanta de la nodul selectat, poz, la nodul pentru care se face actualizarea distantei, j:
d(poz)«—a(poz,j) . In cazul in care suma este mai micd, elementul din d corespunzator nodului pentru care se
face actualizarea, j, retine suma d(j) «—d(poz) +a(poz,j) si elemetul din p corespunzator aceluasi varf, iar
valoarea varfului selectat p(j) «—poz (drumul trece prin acest varf)
Pas 3. pentru fiecare varf al grafului, cu exceptia lui pl, se traseazd drumul de la pl la el.

Exemplu de aplicare a algoritmului asupra grafului:
1

5 3

care are matricea costurilor:

C =
o 3 1 0 o oo
3 o0 oo 1 o
© oo oo 2 3 0
Rezolvare:
Pasul 1

Se stabileste nodul de plecare: pl=1
Se completeaza vectorii d si p, astfel:
- d[i]=c[pl,i], pentru i=1...n;
(In componentele vectorului d se trec elementele de pe prima linie din C)
- pentru i=1...n, p[i]=pl, daca i#pl si c[pl,i] #oo;
pli]=0, altfel;

1 2 3 4 5 6
[d [0 [w]2 [w]o]2 |
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lplojoftfofo ]t ]

Pasul 2
Dintre nodurile nealese inca, nealese={2,3,4,5,6}, se alege nodul j pentru care d=min{d,, d3, ds4, ds, d¢};
deci, se alege j=3, pentru ca d; =min{oo, 2, o, 00, 2}

1 2 3 4 5 6

d
p |0 1

Se completeazd componentele vectorilor d si p, pentru nodurile nealese, astfel:
2 : min(d,, d3+C32)=min(e,2+00)= o (ds si p» raman nemodificate)
4 : min(dy, d3+Cs4)=min(e0,2+0)=0 (d4 si ps raman nemodificate)
5 : min(ds, d3+Cj35)=min(e0,2+w)=00 (ds si p5s raman nemodificate)
6 : min(ds, d3+Cs6)=min(2,2+2)=2  (ds i ps raman nemodificate)

1 2 3 4 5 6
d 0 o | oo
p |00 [1]0]0]1
Pasul 3

Dintre nodurile nealese inca, nealese={2.4,5,6}, se alege nodul j pentru care dji=min{d,, d4, ds, ds}; deci, se
alege j=6, pentru ca dg =min{oo, o0, o0, 2}

1 2 3 4 5 6

d
p 0 1 1

Se completeazd componentele vectorilor d si p, pentru nodurile nealese, astfel:
2 : min(d,, de+Cs2)=min(e0,2+0)= oo (ds si p> raman nemodificate)
4 : min(dy, dg+Ce4) =min(e0,2+2)=4 (ds=4 si ps=6)
5 : min(ds, dg+Cg 5)=min(,2+3)=5 (ds=5 si ps=6)

1 2 3 4 5 6
d |0 | |2 |4 |5 |2
p 0 ]0 |1 |6 |61

Pasul 4
Dintre nodurile nealese inca, nealese={2.4,5}, se alege nodul j pentru care di=min{d,, d4, ds}; deci, se alege
j=4, pentru ca da min{oo, 4, 5}

1 2 3 4 5 6
d |0 2 14 2
p |0 1 16 1
Se completeazd componentele vectorilor d si p, pentru nodurile nealese, astfel:
2 : min(d,, d4+Cyp)=min(w,443)=7 (d, =7 si p> =4)
5 : min(ds, d4+C45)=min(5,4+0)=5 (ds si ps raman nemodificate)

1 2 3 4 5 6
d |0 |7 4 |5
p 041 ]66]1
Pasul 5

Dintre nodurile nealese inca, nealese={2,5}, se alege nodul j pentru care dj=min{d,, ds}; deci, se alege j=3,
pentru ca ds =min{co, 5}.
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1 2 3 4 5 6
d E
p 0 11661

Se completeazd componentele vectorilor d si p, pentru nodurile nealese, astfel:
2 : min(dy, d5+Cs2)=min(7,5+%)=7 (d; si p rdiman nemodificate)

1 2 3 4 5 6
d 0|7 4 |5
plO0 4|1 |6 6|1
Concluzii:

Drumurile minime de la nodul 1 la celelalte noduri sunt:
2: p2=4, p4=6, pe=1; deci,delalla2avem:1,6,4,2
3: ps=1; deci,delalla3avem:1,3

4 : ps+=6,ps=1; deci,delallad4avem:1,64

5: ps=6, ps=1; deci,delallaSavem:1,6,5

6.1 ps=1; deci,dela1la 6 avem : 1,6

#include<iostream.h>
#include<conio.h>
#include<fstream.h>
ifstream f("d.in");

const p_inf=10000;

float a[50][50],d[50],min;
int n,i,j,pl,poz,p[50],s[50],c;
void drum (int 1)
{if(pli]'=0) drum(p[i]);

cout<<ic<" "; ]6_ 6 2
oo 132
void main() 264
{f>>n; 362
for(i=1;i<=n;i++) 4 2 3

for(j=1;j<=n;j++)

if(i==j) alil[j1=0;

else a[i][j]=p_inf;

while(f>>i>>j>>c)

a[i][jl=c;

f.close();

cout<<"pl="; cin>>pl;
for(i=1;i<=n;i++)

{dil=alpll[il;

if(i!=pl&&d[il<p_inf) p[il=pl;}
for(i=1;i<=n-1;i++) {min=p_inf;
for(j=1;j<=n;j++)

if(s[j]==0)

if(d[j]<min)

{min=d([j];

poz=j;}

s[poz]=1;

for(j=1;j<=n;j++)

if(s[j]==0 && d[j]>d[poz]+a[poz][j])



{d[jl=d[poz]+a[pozl[j;
1}3U]=poz;}

for(i=1;i<=n;i++)

cout<<d[i]<<" ";

cout<<endl;

for(i=1;i<=n;i++)

if(i!=pl)

if(p[i]!=0)

{cout<<"drumul de cost minim de la nodul"<<pl<<" la nodul "<<i<<" are costul"<<d[i]<<end];
cout<<endl;}

else

cout<<'"Nu exista drum de la "<<pl<<" la "<<i<<end];

getch(); }

//algoritmul dijkstra
#include<iostream.h>
#include<conio.h>

#include<fstream.h> ‘l‘ > 11
int a[50][50],n,1,j,¢,d[100],s[100],p[100],x,y,min; 1413
int const p_inf=10000; g g %-E
ifstream f("rf.in");
void init()//se initiealizeaza matr costurilor
=1
{f>>n; ;m.mul cu costul minim de la nodul 1la nodul 2 are costul 11
TP 12
fOI’(l‘ 1 ’1.< n’lj'-+) [N . I drumul cu costul minim de la nodul 1 la nodul 3 are costul 26
for(j=1;j<=n;j++)if(i==j) a[i][j]=0
=1)<=n; == =V 123
CISC a[l]D]Zp_lnf, } ?de cu costul minim de la nodul 1 la nodul 4 are costul 13

void citire()//se actualizeaza matr costurilor cu datele din fisier
{while(f>>i>>j>>c) a[i][j]=c;
f.close();}

void generare_drum(int X) //se genereaza drumurile
{

s[x]=1;

for(i=1;i<=n;i++)

{d[i]=a[x][i];

if(i!=x &&d[i]<p_inf) p[i]=x;}
min=p_inf;

for(i=1;i<=n;i++)
{for(j=1;j<=n;j++)
if(s[j]==0&&d[j]<min)
{min=d[j];

y=js}

slyl=1;

for(j=1;j<=n;j++)
if(s[i]==0&&d[j]>d[yl+alyl[j])
{d[jl=dlyl+alyljl;

plil=y;}

1}

void drum(int 1)

{if (p[i]!=0) drum (pl[i]);
cout<<i<<" ";}

void afisare(int X)
{for(i=1;i<=n;i++)

if(i!=x)
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if(p[i]!=0)

{cout<<"drumul cu costul minim de la nodul "<<x;
cout<<" la nodul "<<i<<" are costul "<<d[i]<<endl;
drum(i);

cout<<endl;}

else cout<<" nu exista drum de la "<<x<<" la "<<i<<endl;}
void main()

{cout<<"x="; cin>>X;

nit();

citire();

generare_drum(x);

afisare(x);

getch();}
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